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® 1-dimensionaler Fall
Teilchen im Kasten, potentialfrei (Wdh.)
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® 1-dimensionaler Fall
Teilchen im Kasten, potentialfrei (Wdh.)
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Teilchen im Kasten, potentialfrei: Ansatz

» Modell

> 1D Kiste der Linge L
> kein Potential im Kasten

» Eigenwertproblem der Energie vergleichsweise einfach, da nur

> kinetische Energie der Elektronen zu beriicksichtigen
Hy(z) = E(x)

> aus der kinetischen Energie p = mev und E = %mEUQ, d.h. £ = %
(=3

> folgt fiir die Schrédingergleichung

ﬁ2
L (@) = B(a)
Me
> bzw. mit dem Impulsoperator p = —ih% bleibt als Eigenwertproblem:
h2 d2 atomare 1 2
g 73 V@) = BU(@) s 29 = B(a)

h = 1; Masse: me = 1 +— Lénge in Bohr (1 Bohr = 52.9 pm); E in Hartee (% Ha = 1 Ryd = 13.6 eV)
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en, potentialfrei: Losungen des Eigenwert

» mit der Randbedingung 0 < z < L (L = "Kastenlidnge’)

> Eigenwerte: E o« Quadrat der Quantenzahl n?

B, — h2n?
8meL?

> mit?
k:i%n

> folgt:

o h2 kz atomare

- 2me  Einheiten

1o
E=-k

2
> Eigenfunktionen: ebene Wellen (PW?) sinz und cos z bzw. e**

i . . T
UV = e = cosknr +isinkpr mit k, = :I:Zn

I mitn € N, also 1, 2, 3 etc.; 2. PW = plane wave
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Teilchen im Kasten, potentialfrei: graphische Darstellung der Losungen

w Eigenfunktionen

4 X
—
U X
n=7

Eigenfunktionen
» stehende Wellen mit Quantenzahl n = Zahl der 'Bauche’, n — 1 Knoten

> s.a.: Applet qmld (Falstad) bzw. lokal

Caroline Rohr


http://www.falstad.com/qm1d/
/home/caroline/WWW/Vorlesung/Java_QM/QM1d/index.html

Vergleich mit Wellengleichung/Bedeutung von k

» Vergleich der Losung
Yn = €*® = cosknx + i sin knx
P> mit der allgemeinen Wellengleichung
27
= cos —x
Y )
> zeigt, dass — k, = 2=

An
> k...

normierte Quantenzahl

"Knotenzéhler’

kn o ﬁ (Wellenzahl)

Einheit einer reziproken Lénge

k = 1D Vektor im Reziproken

k o« Impuls der Elektronen (p = hk), da

vyVVvVYyVYYVYYy

hinein Ergebnis

Jaroline Réhr



Energie-Eigenwerte (rechts)

w Eigenfunktionen E

“Bandstruktur”

)
K

“Zustandsdichte”
N(E)dE

Fermi— E
energie

Il Form fiir 3D-Fall ! DOS

E-Eigenwerte (rechts)
» Plot: £ — k = Bandstruktur (hier E o k%)
» Zustandsdichte (DOS) = Zahl der Niveaus im E-Intervall Ableitung f. 3D
» Besetzung nach PAULI-Prinzip — maximale Energie = FERMI-Energie Er
» > kmaz = kr = FERMI-Punkt
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FERMI-Energie, Impuls und Wellenlédngen der VE

EF und kF
» FERMI-Energie Fr: maximale Energie der Elektronen
» FERMI-Punkt kr: maximales k = Impuls der Valenzelektronen

typische Werte fiir Er bei kr (fiir Metalle)

Metall e~ -Konzentration FEp k A
[em ™) [eV] [m~'] [m]
Na 2.65 - 1022 3.23 | 0.92-10° | 6.83.10"1°
Cu 8.45 - 10%2 7.00 | 1.36 - 10'° | 4.63 . 1071
Ca 4.60 - 10?2 4.68 | 1.11-10'° | 6.97-1071°
Al 18.06 - 10%2 11.63 | 1.75 - 10'° | 3.59 . 10710
Sn 14.48 - 10*2 10.03 | 1.62 - 10'° | 3.88 . 1071

» FEp: 1.5 bis 15 eV

. s . Louis-VicTor
» v &~ 1 % der Lichtgeschwindigkeit ¢

PIERRE RAYMOND
DE BROCGLIE
» — Wechselwirkung mit Kern/Rumpf-Potentialen (1892-1987)

> )\ (DE-BROGLIE-Wellenlinge) =~ 100 pm ~ Atomabstéinde
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® 1-dimensionaler Fall

Teilchen im Kasten, mit periodischem Potential der Riimpfe




en: mit periodischem Potential der Riimpfe

> \ = Gitterabstdnde — WW mit Kern/Rumpf-Potentialen
> qualitativ: fiir A = 2a d.h. wegen k = 2 bei k = =
— ’glinstige’ und 'ungiinstige’ COULOMB-WW +— Bandliicke (Bsp: n = 7)

‘ungiinstig”  Wgw? v | E E

Tz K DOS
Bandstruktur Gesamt-

zustandsdichte

> 1?  Aufenthaltswahrscheinlichkeit fiir e~
P> bei A = 2a zwei Fille unterscheidbar:
©® unten: giinstig (CouLoMB, Kompensation der Ladung der Kerne durch e™)
— FE giinstiger als im potentialfreien Fall
® oben: ungiinstig — FE hoher als im potentialfreien Fall
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Teilchen im Kasten: mit periodischem Potential der Riimpfe

T F X DOS
Bandstruktur Gesamt—
L2 a ~y zustandsdichte

» Bandstruktur (Plot E — k)

> gestrichelt = potentialfreie Parabel
> durch @ Potentiale: Energie/Band-Liicken bei =, 2

PP ERLR
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Teilchen im Kasten: mit periodischem Potential der Riimpfe

k

S DOS
Bandstruktur Gesamt—
L2 a ~y zustandsdichte

» Bandstruktur (Plot E — k)

> gestrichelt = potentialfreie Parabel

> durch @ Potentiale: Energie/Band-Liicken bei =, 27",
» Zahl der e~ bei k = = 77

> aus k = % folgt fiir die Zahl der Zustédnde bei k: n = %

» am reziproken Ort k = g sind damit n = % = % Zustéande besetzt

> bei 1 Atom/Gitterparameter a entspricht n damit der Gesamtzahl der Atome N

(pro Atom 1 e~ -Paar)
» mit konkretem Beispiel von oben

»> z.B.a =100 pm, L = 700 pm — ’Kiste’ enthélt 7 Atome (1 Atom/EZ)
> n =7+ insgesamt 14 e~ +— 2¢~ /AO

Jaroline Réhr



Darstellungen der Bandstruktur

E .
» erweitertes Zonenschema
> direkte Auftragung von F gegen k
» reduziertes Schema
» in kleinste Einheit im reziproken Raum
zuriickgefaltet
K — 1. BRILLOUIN-Zone (BZ)
i I
a 2 ) = WIGNER-SEITZ-Zelle (s.u.)
reduziertes Schema erweitertes Zonenschema

> jedes Band = 2 e~ /EZ

LEoN NICOLAS

BRILLOUIN

(1889-1969)!

» periodisches Zonenschema

periodisches Zonenschema

> aneinandergesetzte reduzierte Schemata
» s.a. Applet 1D-Kristall (Falstad) > niitzlich fiir elektronische Transport-
bzw. lokal eigenschaften (s. V)

1Physics History Network, https://history.aip.org
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http://www.falstad.com/qm1dcrystal/
/home/caroline/WWW/Vorlesung/Java_QM/QM1dcrystal/index.html
https://history.aip.org

E

/
1.BZ
/ 4 +
Wigner-
gel(l*
| Zelle )
A=a

~L/2

W,

W2

7 Y
\ “glinstig” waw? w?
reziproker
7" Gitterpunkt|
T Aok
a a
Bandstruktur

» reziproke Gitterpunkte

— ist A = a + reziproker Gitterpunkt

> allgemein: an reziproken Gitterpunkten hat ¢ die gleiche Translationsperiode wie
das reale Gitter (A =na )

» 1. BZ = WIGNER-SEITZ-Zelle
> ’gefaltet’ wird bei k = = (A = 3, 2 e” /Atom)

> allgemein an der Mittelsenkrechten zwischen I und einem reziproken Gitterpunkt
> — 1. BZ = WIGNER-SEITZ-Zelle des reziproken Gitters (s.u. fiir 2D und 3D)

16 / 47



Mathematisches zum "Zuriickfalten’ (in 1D)

reziproker

Gitterpunkt
L Wi Jn
2n 21 7

1 T

reduziertes Schema

Bz T 2m P
a "a (Wigner-Seitz-Zellejg 2 k= g — K

erweitertes Zonenschema

» Definition eines reziproken Gitters mit Gittervektoren K

27T

(1D: reziproke Linie mit Gitterpunkten alle Z%)

» jeder beliebige reziproke Vektor § wird ausgedriickt als:

g»:[?_FEn

» n: Bandindex

> k-Raum ist zentrosymmetrisch (1D: nur Betrag entscheidend)

> alle k" in der WIGNER-SEITZ-Zelle (1. BZ) (Konstruktion: Mittelsenkrechte)
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Vergleich mit LCAO der 1s-Kette (vgl. , HUCKEL)

A A Aqtibindend
E E anti-
A=2a, k= antibindend —— bindend¢ bindend——

A nichtbindend /
\ bindend
DOS— o — k= Wa COOP
A=, k=0 bindend Bandstruktur

» LCAO-Losung f} (nach HUCKEL), nur fiir 2 e~ /Atom (LC nur von 1s-AO)

By = a+2fcoska » NFE-Losung | (fiir alle ™)
E E
P> mit:
> «: ’CouLOMB’-Integral
> 3 ’Austausch’-Integral
> a: Atomabstand
> d.h. E~cosk, flir 0 <k < +7% |
i ik 2n e |
a a a a
reduziertes Schema erweitertes Zonenschema
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® 2-dimensionaler Fall
Allgemeines
Beispiel: Squarium
Reziprokes Gitter, k-Flichen/-Raum, BZ
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® 2-dimensionaler Fall

Allgemeines




Allgemeines

>
>
>
>
>
>

E = f(k; und k), d.h. 2 Quantenzahlen
k= g spannt reziproke Fliche auf

E = f(k) noch in 3D darstellbar

maximales F im k-Raum: FERMI-Linie (potentialfrei: Kreis)
k ist Vektor — Konstruktion reziproker Gitter

"Falten’ analog 1D-Fall: § = K + k" (n: Bandindex)

Applet stehende Wellen in 2D
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http://www.falstad.com/membrane/

® 2-dimensionaler Fall

Beispiel: Squarium




Squarium: Quadratische Anordnung von Kernen

real: reziprok: E
e o o o }
° ° \ /
’ Ee.rmi—
[ ] a [ ] linie A
Fermi-Linie B
M
_kAC-N 10 kx
A B
O 1.BZ
X 2.BZ
DOS 3.Bz

Applet 2D-Kristall und ein C-Zeiten-Erklarfilmchen
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http://www.falstad.com/qm2dcrystal/
http://ruby.chemie.uni-freiburg.de/Vorlesung/Videos/2dcrystal_erklaert.mp4

NFE/LCAO-Vergleich

» NFE-Losung | » LCAO-Lésung |}




® 2-dimensionaler Fall

Reziprokes Gitter, k-Flichen/-Raum, BZ
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n(en) rezi

» Zu jedem realen (BRAVAIS-)Gitter mit den

Gittervektoren
> R = ud+vb+ wé (u, v, w: ganzzahlig)
perigz:eiih > rez_‘iproke_z‘s GitEer mjt Gittervektoren:
Raumgruppe 21 » K = ha* + kb* + lc* (h, k, l: ganzzahlig)
p | Flementar= > so dass gilt (! Definition 1 !)
0 a > KR = 1 bgw. KR = 2mn
reziprok » ist erfiillt fiir (! Definition 2 !)
nicht periodisch > Ga* =1 usw. und @b* = 0 usw.
Punktgruppe » d.h. ¢* Lbund ¢ usw.
(Laueklasse) > bzw. exakt: a* = V2E—“Z(I_; X €) usw.
Wigner-Seiz- » Vorteil: Jede ebene Welle vz (7) = 1o BT st

gitterperiodisch, denn
> 2 (7) = ¢z (F+ R) (=Periodizitiit)
> b () — iKF _ iR (F+R) — iR7 iKR
Y () = boe oe Poe &
=1
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weitere Eigenschaften des reziproken Gitters

real
periodisch
Raumgruppe
6 Elementar—
zelle
0 a
reziprok

nicht periodisch

Punktgruppe
(Laueklasse)

Wigner-Seitz—
Zelle

Caroline Rohr

» punktsymmetrisch (Laueklasse)

» Ursprung im Zentrum des reziproken Gitters

(I'-Punkt)

"Elementarzelle’: WIGNER-SEITZ-Zelle (Polyeder
mit den Mittelsenkrechten zwischen dem Ursprung

und allen benachbarten Gitterpunkten als Flichen)

> enthilt genau einen reziproken Gitterpunkt

> = 1. BRILLOUIN-Zone

fiir die Beugung:
P der reziproke Gittervektor Ky, steht senkrecht
auf der Netzebenenschar {hkl}
> das Skalarprodukt RFf=hz+ ky + lz beschreibt
den Abstand des Punktes Z von der
Netzebenenschar h (Phasendifferenz).




Konstruktion der 1. BZ in 2D, Bandindex

g spannen gesamte reziproke Fliche auf

maximales E im k-Raum: FERMI-Linie (potentialfrei: Kreis)

"Falten’ analog 1D-Fall: § = K + k" (n: Bandindex = MILLER-Indizes)
k™ liegen in der WIGNER-SEITZ-Zelle (1. BZ)

vV v v vy

1. BZ: begrenzt durch Mittelsenkrechte zwischen I' und néchsten K
®

b*

-,

> ebene Wellen mit § = K (d.h. k" = 0) haben die Periodizitét des Gitters

Caroline Rohr



Reziprokes Gitter, BZ, etc.: Ubung am 2D-Beispiel Graphit

© Skizzieren Sie die Elementarzelle und die Struktur einer Schicht von Graphit (alles nur
2-dimensional!).
(Tipp: Auf einem Karopapier geht ein hexagonales Muster gut, wenn man eine Kante 5

Kistchen horizontal zeichnet und die zweite Kante 3z + 4y Késtchen gedreht ansetzt.)

® Zu welcher Flachengruppe gehort die Struktur? Welche Punktgruppe und welche
Laug-Klasse liegen vor?

® Konstruieren Sie das reziproke Gitter (am besten: a* doppelt so lang wie a etc.).

© Konstruieren Sie dazu die 1. und die 2. BRILLOUIN-Zone.

® Welche 2D Punktgruppe hat das reziproke Gitter?

® Zeichnen Sie den irreduziblen Teil der BZ ein.

@ Zeichnen Sie die speziellen Punkte M (%,0) und K (%,%) ein.

@ fiir IV: Wie erklért sich hieraus die energetische Lage der beiden C-p.-Bénder bei M
und der Bandverlauf von I' nach M.

bline Réhr



Ubung: 2D-Beispiel Graphit

bline Réhr



Bedeutung von k7 als Phase bei Streuprozessen

e Elektronische Strukturen: e~ (E: [eV])
» LCAO (BLOCH-Summen): ¢ = 3= ¢jei’3n5

> mit: k = %’r
> k = 0: MO-Schema (M:! AE aus UV /vis- oder UPS/XPS-Spektroskopie)
> [ beliebig: Bandstruktur E(k) (M: AE mittels ARPES etc.)

e Gitterdynamik: Phononen (E: [meV])

> Elemente der dynamischen Matrix: Dy = #mk, S Vi e v

> mit: ¢¢ Wellenvektor
» ¢ = 0: Schwingungsenergien (M: AE: IR/Raman-Spektroskopie)

> {7 beliebig: Phononendispersion E(q) (M: inelastische n-Streuung)

e Beugung: Photonen (Rontgen); e~ (E: [keV]); n
> positive Interferenz (Reflex) — Streuvektor § = reziproker Gittervektor K

» M: Intensitdtsgewichtetes reziprokes Gitter

» FE — Z;V:l fj€27ri(hz_3) — fpfezﬂh"?dv

1 Methode zur experimentellen Bestimmung/Messung

Caroline Rohr



Reziprokes Gitter und Eigenwertprobleme mit/ohne Translation

E (Molekil) E-Dispersion (FK)
real A A
periodisch I
Raumgruppe 1.BZ
Elementar—
zelle
0 a I ]
reziprok b* Elektronen
) . [eV]
nicht periodisch "
>
Punktgruppe = = 2
(Laueklasse)
—O—
0 i=4
. ! d g Phononen
Wigner-Seitz— =TS £ — |- -
O ele g ] [meV]
4 k Impuls

r % Wellenvektor

Caroline Rohr



® 3-dimensionaler Fall, einfache Metalle
Allgemeines
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® 3-dimensionaler Fall, einfache Metalle

Allgemeines




Allgeme

vVVYVYyVYVYVYVYVYY

k: 3 Komponenten — Vektoren im k-Raum mit Endpunkten kq,y, -

Plot E — g wiirde 4D erfordern +— nur ’Spaghetti’-Plots moglich

kr: FERMI-Fliche (Potentialfrei: Kugel)

Konstruktion der 1. BZ analog 2D-Fall

alle BZ parkettieren den reziproken Raum

Benennung spezieller Punkte und Pfade — Bilbao Crystallograhic Server
Il eigene Benennungen im Umlauf

Beispiel: 1. BZ des f.c.c.-Gitters

Caroline Rohr


http://www.cryst.ehu.es/

® 3-dimensionaler Fall, einfache Metalle

Bandstrukturen




BRILLOUIN-Zonen der drei Basis-Metallstrukturen

b.c.c. f.c.c. h.c.p.
Name W-Typ, A2 Cu-Typ, Al Mg-Typ, A3

EZ

1. BZ

gekapptes Oktaeder
Rhombendodekaeder

Caroline Rohr



Bandstrukturen fiir Metalle der drei Basis-Strukturen

Name

1. BZ

Beispiel

Band-

struktur

Energie [eV]

R N T T A LA A XZ b A &

Atome/pEZ 1(1v.e./EZ) 1 (3 v.e./EZ) 2 (4 v.e./EZ)

s-FAT-Band-Darstellung (FP-LAPW, PBE-GGA, Programm WIEN2K, 50000 k-Punkte)

Caroline Rohr



f.c.c.: Vergleich von Cu (1 v.e.) und Al (3 v.e.)

900,

S0 3 Al

W L AT A XZWK

Kupfer: 1 v.e.
Al (+ Er von Cu) 2

> Al 2. Band (vrml)

BRILLOUIN-Zone Aluminium: 3 v.e. > Al, 3. Band (vrml)

FerMI-Fléchen aller Metalle: www.phys.ufl.edu/fermisurface/

oline Réhr



http://ruby.chemie.uni-freiburg.de/Vorlesung/VRML/Fermiflaechen/Cu6.wrl
http://ruby.chemie.uni-freiburg.de/Vorlesung/VRML/Fermiflaechen/Al2.wrl
http://ruby.chemie.uni-freiburg.de/Vorlesung/VRML/Fermiflaechen/Al3.wrl
http://www.phys.ufl.edu/fermisurface/

® 3-dimensionaler Fall, einfache Metalle

FERrRMI-Flachen
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FERMI-Flachen fiir Metalle der drei Basis-Strukturen

1v.e/EZ

b.c.c tee: h.c.p.
Name W-Typ, A2 Cu-Typ, Al Mg-Typ, A3
Beispiel Na Cu
SR :
N | S
Band- $ 2] j \N L F §+
struktur | £ ]
B ] b3 A :1
FERMI-
Flache
gelb/violett 2./3. Band
v.e 1v.e./EZ

4v.e /EZ

Caroline

Rohr




® 3-dimensionaler Fall, einfache Metalle

Zustandsdichten
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Zustandsdichten (DOS) fiir Teilchen im 3D-Kasten (potentialfrei,

ungefaltet, k = §)

» analog 1D-Fall (k, = —n) — 3D: zu jedem kr .y, gehort
ein reziprokes Volumeninkrement AV* = (2£)3 1D Ly
real o o oo o o
> Gesamtzahl erlaubter Niveaus (inkl. Spin) in einer Kugel
mit Radius k£ und Volumen V* = %7’[‘]{3: re‘Z'pmk | aniL, ke
Ve 5Tk v 3rN\"* 5p
N=2 —93 = i3 it k= )
INTE (Z) 371_2k und damit k& < % > =
» Einsetzen in F = —k ergibt -
B (30N \*? Vo (2m B\ g
= i = ¢ E(K)=kgnst >
ST ( % ) und damit N 32 ( e ) t %
> die Gesamtzahl N der Zustdnde bis zur Energie E. ( Tl }
> Fir die Zustandsdichte DOS (D(FE)) folgt daraus: 2L

ANV <2me

3/2
=25 3.2\ 72 ) E'/? bzw. allgemein: D(E) < VE
71'

Caroline Rohr




DOS fiir Metalle der drei Basis-Strukturen

b.c.c. f.c.c. h.c.p.
Name W-Typ, A2 Cu-Typ, Al Mg-Typ, A3

Beispiel Na

FERMI-
Fliche

gelb/violett 2./3. Band gelb/violett 2./3. Band

B B O T p—— B R O T p—— S S W R -
10} Natrium Aluminium Magnesium
06 g
Tos En ]
3o0s 304 1
8 8
DOS ¢ ¢
504 g
8 Q02|
02|
T 6 4. 2.0 Z 4.6 %0 8 6 4.2 0 2 4. 6
EE.[eV] EE.[eV]

(FP-LAPW, PBE-GGA, Programm WIEN2K, 50000 k-Punkte)




Berechnete Gesamtenergien der Metallpackungen

0.25

A [eV]
o

-0.25

(! die Kristallstrukturen der magnetischen Elemente Fe und Co werden hier nicht
korrekt vorausgesagt!)

Caroline Rohr
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@ Zusammenfassung




Zusammenfassung

vV v.v vy

v

NFE-Ansatz = Teilchen im Kasten — ¢, = PW

k als Quantenzahl, Wellenzahlvektor, Impuls

E-Anderungen bei periodischen Potentialen an den Stellen -, 27”,
Zuriickfalten der Bénder — Translationssymmetrie — reziprokes Gitter
NFE- (II) und LCAO-Ansatz (I) fithren zu &hnlichen Ergebnissen und der

gleichen Darstellung von Bandstrukturen

LCAO (z.B. Hiickel, LMTO-ASA usw.) giinstig fiir kovalentere Systeme (I)

» NFE/PW giinstiger fiir metallische Systeme (II = hier)

> ’praktikable’ Festkorpertheorie: "Mischung’ aus LCAO (Atom-artige

Basisfunktionen) und NFE (PW, ebene Wellen) (I = niichste Woche)

Caroline Rohr
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